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D ��F��������
	�� ��§�y�
 ���q��¬��
A
§����f�2 ����'�
¬­���

1 − x
¬­���q§cy

(1, 2) � �Q��¬���¬­�Q���

A =




2 1 − x 0 0

1 1 1 1

1 1 2 4

1 1 3 9




� �Ql���§�y��
x = 1 � �

 ��� �qy det A

u���§����j¬�� ��§�y
(1, 1)

y �!�q��� ¬­���q§�y ¬­�} Qy ����y
��§�y��

x = 1 "
#�$&%('*),+-$&.0/ � y y1� � ���32 �����Q���4��§�y�5����6� ���s��78��§�y�� � ��y y �­¬9
 ¬­�����q¬��Q��7i����2
�q§�y � y:� � ����2 ���­�Q�3�;�q§�y<5����=� � �Q� � 
 ���

det




2 0 0 0

1 1 1 1

1 1 2 4

1 1 3 9




= 2 · det




1 1 1

1 2 4

1 3 9


 = 2 · det




1 1 1

0 1 3

0 2 8


 =

= 2 · det


 1 3

2 8


 = 2 · 2 = 4.

� y � ��y ��§�y � �
>B� � �q���?>��Q�@
 � � �A�q�B5��32 A−1(1, 1)
�

A−1(1, 1) =
(−1)1+1

det A
· det




1 1 1

1 2 4

1 3 9


 =

2

4
=

1

2
.

� «xlC��§�y��
x = 0 � �D
 ��� �qy det A

u
#�$&%('*),+-$&.0/FE � «3�q��� � �G�q§�y���y � �Q��2 � �Q� � 
 �C>����D
H�q§cyF5����6�I7c����2J��§�y��;y:� � ����2
���­�����;�q§�y<5����=� � ��� � 
 ���

det




2 1 0 0

1 1 1 1

1 1 2 4

1 1 3 9




= det




1 1 0 0

0 1 1 1

0 1 2 4

0 1 3 9




= det




1 1 1

1 2 4

1 3 9


 = 2.
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� � l��5�s� 2�� �q§�y � ��� � y��6�q¬­y �j�
> �q§cy�2�y ��y��@
 ¬­�����!�2�q��� ��§���� det A
¬��2���­¬���y����

> � � � �q¬­��� �
> x "�� �Q�f���}� x � �D
 �3� �qy det A
u � �Q����§�¬ � § x � �5¬­� �q§cyA
 ���q��¬��

��¬���� � �­��� "
#�$&%('*),+-$&.0/ �@�A5��32

det A(x)
7���y � y��=>����@
 �q§�y��q�

 y��6�qy � �����8¬��J�q§�y � ��y  
¬ p

� � � � ���6�I�

det




2 1 − x 0 0

1 1 1 1

1 1 2 4

1 1 3 9




= det




1 + x 1 − x 0 0

0 1 1 1

0 1 2 4

0 1 3 9




=

= (1 + x) · det




1 1 1

1 2 4

1 3 9


 = 2 + 2x.

��§�y 
 ������¬ �
A(x)

¬­����¬­��� � � ������§�y�� det A(x) = 0
7�¬ u y�ui��§cy��

x = −1
u
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E ��F��������
	�� ��§�¬�� 
 ������¬ �
Q
§������Q�=��§��Q���Q�=
 ��� � ��� � 
 ��� q

1
, q

2
, q

3

�

Q =




.1 .5 a

.7 .5 b

.1 −.5 c

.7 −.5 d




.

� �Ql���§����6y�� � ����¬­�Q�c� 
 � �=� «¯y �q�&�q¬­�65�y 2 «}����§�y � � 
j«¯y ��� a, b, c, d "�� ���q§�y ��y
� � ��¬�� � y � §���¬ � y >����;�q§��Q��y � � 
j«¯y ��� 78� � ���=�B>����D
 
 � ���q¬ � ���
¬���� ��§�y 
 ���­�
«}�

−1 "
#�$&%('*),+-$&.0/ � y ��y y 2 ��§�y� Qy � ���Q� (a, b, c, d)

�q�2«¦y � � �c¬��� Qy � �q�Q�����=�q§c�D�Q�Q�����
�q�A��§�y����q§�y �G�b��� � �Q� � 
 ���8�
> Q u �fy�� � yF�q§cy�� � 
j«¦y���� a

7
b
7
c
7c����2

d

 � �=�

�q����¬­�6> � �q§�y<>��Q���­�s��¬­�3�jy�� � ����¬­�Q�c� �

a2 + b2 + c2 + d2 = 1;

.1a + .7b + .1c + .7d = 0;

.5a + .5b − .5c − .5d = 0.

��§�y%� ���6� �b��� y�� � ����¬­�Q��� 2�y 5��cy6�A�b����p 2�¬9
 y�����¬­�Q�����¯� � «�� � � � y%�
> R
4
u��v��¡Qp

¬­��� �b��� ¬���2�y � y��32�y��!�  Qy � �q�Q��� ¬�� ��§�¬­� � � «�� � � � y ����2 ���Q�@
 ����¬���¬���� ��§�y 

�Q¬� �y�� �b�8���Q�
� 2 � §���¬ � y � �
> a

7
b
7
c
7����32

d
�q§���� ����y¤�c�
�F
 y���y�� � ��y �}�&�q¬� �y��

�
>vy�� � §V�
�q§cy���u �fy�� � y ��§�y � §��Q¬ � y%�
> �q§cy �­���=� � �Q� � 
 �;��> Q
¬­�����
� � ��¬�� � y�u

� «xlC��§}� ¬��
P = QQT

� � ������y � �q¬��Q�4
 ���q��¬�� " � ¥8§�y � ¡ ��§�y �b��� � ��� � y �=�q¬�y��f�
>
� ������y � ��¬­�Q�c��u l���§}�V¬­� QQT

� ��¬­��� � � ��� 
 ���q��¬�� " � ¬­�32 ��§�yA2�y1�qy �@
 ¬­�����!���
�
>

QTQ
���32

QQT
u

#�$&%('*),+-$&.0/
P
¬­�%� � ������y � ��¬­�Q� 
 ���q��¬�� ¬�>�¬�� �����q¬��=5�y �<�b�8� � �Q�32�¬���¬­�Q��� � P

¬��
��� 
�
 y1�q��¬ � 7�����2 P 2 = P

u�����2V¬­�32�y�y 2�7��8y%§��� �y

PT = (QQT)T = (QT)TQT = QQT = P ;

P 2 = Q(QTQ)QT = QQT = P

�



��¬�� � y QTQ = I
«}� ���=�q§c�Q���Q�=
 ����¬��b� �
>

Q
u � �������q§�y �  �����¬92 ���=� � 
 y��!� ¬­�

�q§��&�
P
¬­� �q§cyF
 ���q��¬��;>���� � ������y � �q¬��Q� �Q�!��� �q§cy � ��� � 
 � � � � � y��
> Q 7���� � ���

«¯y%y�����¬���� � §cy � ¡�y 2 � ��¬����B�q§�y � ������y � �q¬��Q��
 ������¬ �J>��Q�=
 � �­�cu l
��§�y�
 ������¬ �

P = QQT
¬�� ��¬���� � �­��� «¦y � � � ��y «¦�
�q§ Q

����2
QT

§��s �y ������¡
3
7_����2�§�y � � y;��§�y�¬�� � ��� 2 ��� � P

§���� �q����¡V��� 
 �Q�=�
3
� ¬�� >B� � �I7¯y1�c� � ����� 3

l u
E ¬­� � y P

¬­���
4
«}�

4

 �&�q��¬ � 7c¬���¬������
� > � �����q����¡;����2V§�y � � y%��¬���� � �­����u

E ¬­� � y QQT
¬­����¬­�3� � � ��� 7���y�§��� Qy det QQT = 0

u��5�­����7
det QTQ = det I =

1
u

� � l E ����� �Q��y��%���

2p E � §�
 ¬92*���=� ���=�q����¬���§ ��§��Q��y6�q�

 y�5����6�F�b��� � �Q� � 
 ��������2
��¬���§ �q§cy���§�¬­�=2 � �Q� � 
 � a

3
= (1, 1, 1, 1)

u���§��&� ��§�¬­�=2 � �Q� � 
 �N�8� � �92 ¬��
� §��
�Q��y >��Q� q

3
"�� � � 
 �s� ��y��� Qy � � � � ����y �����
� ����� � �D
 � �­y1�qy 2 � ¬�>5��� �

�.��� � �q�}l u
#�$&%('*),+-$&.0/ ��§cy�� �q��
 p E � §�
 ¬923� � ��� � y ���B5����=� � ���*2 �3� y�� �  Qy � ���Q� Q3

�Q�'p
�q§��
�Q�Q����� �q� «¯�
��§

q1

����2
q2

�

Q3 = a3 − (q1 · a3)q1 − (q2 · a3)q2

� ��y 
 y 
j«¦y��F��§����
q1

����2
q2

����y � ��¬��� Qy � ���Q���ql u � y2§��� Qy q2 · a3 = 0
����2

q1 · a3 = 1.6
7����

Q3 = (1, 1, 1, 1) − 1.6 · (.1, .7, .1, .7) = (.84,−.12, .84,−.12).

� �Q�=
 ���­¬�� ¬­���37���y �Qy �

q3 =
Q3

||Q3||
= (.7,−.1, .7,−.1).

�



F ��� �������
	�� � � � 
 y���� � ��y 
 y��!�q����� �q¬9
 y�� t = 1, 2, 3
����y

b = 1, 4
7¯����2

b
3

u � y �.���!� �q�C53�
�q§��Q��y � �Q¬��!�q��«}���q§�y%��y�����y �=�f�­¬���y C + Dt

7 � ��¬­��� ��y����6��� � � ����y���u
� �Ql���§�¬ � §  ���� � y?>��Q� b

3

��¬­��� ��� � ��§�y �q§���y�y 
 y���� � ��y 
 y��!������� � �=���q��¬��Q§!�J�­¬���y "
��� +�� � %(+ .��<+
	�+ ) " ��¬��­�¯�­y����=��� � � ����y�� � §��
�Q��y<��§������­¬���y ¬�>���§�y<�q§�¬��@2�
 y���p
� � ��y 
 y��!�5¬­� b

3
= 9 " � � y����Q���c��l u

#�$&%('*),+-$&.0/ ��§�y �q§���y�y 2����q� � �Q¬��!�q���­¬�y.�Q�B�q§cyf���

 y��­¬­�cy8��§�y�� b3 = 7
ui��§�¬��

�­¬���y¤¬��
−2 + 3t

u � > b3 = 9
7 ��§�yj�­y����=� � � � ����y���
 y1�q§�� 2 ��¬��­� � � � � §�������y

�q§�¬��8��¬­��y�u � � � � ¬ � ¡ �.�����q�j��y�yF��§�¬­��¬­� >����D
 ��§�yF>B� � � �q§����G��§�y ��¬­��y � §��Q��y��
«}� ��y����6�8� � � ����y �8��¬­��� �Q¬� �y ��§�y �� Qy �q�
��y��
>���§�yF��¬� Qy � b � �.���8�q§�y �q¬�
 y�y�� � ���
�q�A��§�y �� �y��q���Qy��
> �q§�y �Q¬� �y��

t � ����¬­�C��§�¬­� � ����y
7 �q§�y5«¯y �=�G5��.��¬­��y���� � �92�� ��¡�y
�q§�y  ���� � y (1 + 3 + 9)/3 = 13/3

���
t = (1 + 2 + 3)/3 = 2

7���§�y���y������ � �
�­¬���y<�Q¬� �y��

4
���

t = 2
u l

� «xlC��§���� ¬��A�q§�y;��¬­��y����j�'���6�qy 

Ax = b

��§����2��� � �92 «¦y;������ Qy 2 y1�c� � ����� >����
x = (C, D)

¬�>���§�y �q§c��y�y � �Q¬��!�q� 2c� �­¬­y��Q�2�5�­¬­�cy " ¥8�D
 ��� �qy8�q§�y � ������y � ��¬­�Q�

 �&�q��¬ �

P
�Q�!�q� �q§�y � ��� � 
 �;� � � � y �
> A u�
�y 
 y 
j«¦y��?��§�y%¬­�} Qy ����y


 a b

c d



−1

=
1

ad − bc


 d −b

−c a


 .

#�$&%('*),+-$&.0/ ��§�y%��¬­��y����.���
�6�qy 
 >��Q�
x = (C, D)

�8� � �92 «¦y<�q§�y<>��Q���­�s��¬­���3�

Ax =




1 1

1 2

1 3


 x =




1

4

b3


 .

� y � �D
 ��� �qyG�q§�y � ������y � �q¬��Q�B
 �&�q��¬ � P
�Q�!��� �q§�y � �Q� � 
 �j� � � � y���> A � ��¬����

�q§�y � ������y � �q¬��Q� 
 ������¬��C>��Q�=
 � � �*�

P = A(ATA)−1AT =
1

6




1 1

1 2

1 3





 14 −6

−6 3





 1 1 1

1 2 3


 =

�



1

6




1 1

1 2

1 3





 8 2 −4

−3 0 3


 =

1

6




5 2 −1

2 2 2

−1 2 5


 .

� � lC��§���� ¬��A�q§�y;������¡ �
> �q§���� � ������y � �q¬��Q� 
 ���q��¬�� P " �5�s� ¬­�A��§�y � �Q� � 
 �
� � � � y �
> P

��y�� �&�qy 24��� �q§�y � �Q� � 
 ��� � � � y ��> A " � � � � � ��� ��������y�� ��¬��q§
�Q����¬���§�� � � ��§�y%y��!�q��¬­y����
> P � �D
 �3� �qy 2V¬�� � «xl u l
#�$&%('*),+-$&.0/ ��§�y � �Q� � 
 �+� � � � y��
> P

¬­� �q§cy�� � � � y � �Q����¬��=��¬­��� ��>%���­� �q§cy
 Qy � �q����� Pb

7�¬ u y�u ���­� ��§�y � ������y � �q¬��Q���¤��>8 Qy � ���Q���j¬�� R
3
�Q�!�q� �q§�y � �Q� � 
 �

� � � � y �
> A
7���§�¬ � § ¬­� � ��y � ¬­��y ��� �q§�y � �Q� � 
 ��� � � � y �
> A

u¤��§ � �<�q§cy2�q����¡
�
>

P
¬­��y � � ��� �q�B�q§�y%������¡ �
> A 7���§�¬ � §V¬­� 2

u
� 2xl E ����� �Q��y b3 = 1

uC� ��¬���y 2��s��� �q§cy y � � ���q¬��Q��>�������§�y «¯y �=�6�­y����=� � � � ����y��
���Q� � �q¬��Q� x̂

7�����2V��§c�=� �q§���� ��§�y%«¯y �=�f�=���q��¬��Q§!���­¬���y ¬­��§c�Q��¬ ���Q�!� ��� u
#�$&%('*),+-$&.0/ ��§�y�y�� � �&�q¬­���;>��Q� ��§�y�«¯y �=����y����6��� � � ����y��J���Q� � ��¬­�Q� x̂

¬��
ATAx̂ =

ATb
7���§�y���y

b =




1

4

1



u � ��¬���¬­���2� � � �q§�¬������
�=��y 
 7��8y �Qy �


 3 6

6 14


 x̂ =


 1 1 1

1 2 3
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